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2. Ïàðàìåòðè÷åñêàÿ èäåíòèôèêàöèÿ ìîäåëåé â ×Ï

Ïî íàáëþäåíèÿì ñîñòîÿíèÿ îáúåêòà

ve(τ) ∈ V = L2(ω ⊂ Ω)

äëÿ ìîäåëè â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ íàéòè ïàðàìåòð

u(τ) ∈ U = L2(S ⊂ Ω), ω ̸= S.

Êðèòåðèé êà÷åñòâà èäåíòèôèêàöèè � öåëåâîé ôóíêöèîíàë

J(u) =

∫
ω

(
v − ve

)2
dω.

Ïðÿìîé ýêñòðåìàëüíûé ïîäõîä � íàéòè
:::::::::::::
îïòèìàëüíîå

:::::::::::
óïðàâëåíèå ïðÿìîé ìèíèìèçàöèåé J(u):

u∗(τ) = argmin J(u).

Ïîëó÷àåì çàäà÷ó
::::::::::::::::::
áåñêîíå÷íîìåðíîé

::::::::::::::
îïòèìèçàöèè.



Ìîæíî ëè çàìåíèòü êîíå÷íîìåðíîé îïòèìèçàöèåé?

1. Àïïðîêñèìèðîâàòü ïîëèíîìîì u(τ) =
∑n

i=0 aiτ
n. Âîçìîæíî, â

÷àñòíûõ, óäà÷íûõ ñëó÷àÿõ. Íî, âîçíèêàþò îïðîñû:
1.1. Êàêîâà ñòåïåíü n äëÿ äîñòàòî÷íîé àïïðîêñèìàöèè u∗(τ)?
1.2. Âûáîð âåêòîðà u0 = {a0i }ni=0 ∈ En+1 ñ ðàçóìíûì

ñîñòîÿíèåì v(τ)?
1.3. Åñëè τ ̸≈ 1, èìååì ÷ðåçìåðíî ðàçíóþ ÷óâñòâèòåëüíîñòü

ôóíêöèè J(u) ê êîìïîíåíòàì ui. Ýòî ýêâèâàëåíòíî ìèíèìèçàöèè
J(u) = 1

2 ⟨Au, u⟩En+1 ñ
:::::
ïëîõî

::::::::::::::
îáóñëîâëåííîé ìàòðèöåé A. Áåç

ïðåäîáóñëàâëèâàíèÿ, ïðè íàëè÷èè âû÷èñëèòåëüíûõ ïîìåõ, ýòè
çàäà÷è íå ðåøàþòñÿ. Ñõîäèìîñòü çàâåðøàåòñÿ äàëåêî îò
îïòèìàëüíîãî âåêòîðà u∗ ∈ En+1, êîòîðûé ïðèáëèçèòåëüíî
àïïðîêñèìèðóåò u∗(τ).

2. Ïðåäñòàâèòü áåñêîíå÷íîìåðíóþ çàäà÷ó îïòèìèçàöèè êîí÷íûì
íàáîðîì çíà÷åíèé óïðàâëåíèÿ â óçëàõ ñåòêè ðåøåíèÿ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ïðîâåðèì ýòî...



3. Ðåçóëüòàòû ìèíèìèçàöèè (ãðàäèåíòíûå ìåòîäû)

Áåñêîíå÷íîìåðíûé ãðàäèåíòíûé ìåòîä (íàïðèìåð, ÌÍÑ):

uk+1(τ) = uk(τ)− bk∇J(uk; τ), k = 0, 1, ..., (1)

Ñõîäèìîñòü ∥uk − uk−1∥L2(S) âûïîëíÿåòñÿ, íî:::::::::::::
ðàâíîìåðíàÿ

:::::::::::
ñõîäèìîñòü ôóíêöèé |uk(τ)− uk−1(τ)| íà S îòñóòñòâóåò.



3. Ðåçóëüòàòû ìèíèìèçàöèè (ãðàäèåíòíûå ìåòîäû)

Áåñêîíå÷íîìåðíûé ãðàäèåíòíûé ìåòîä (íàïðèìåð, ÌÍÑ):

uk+1(τ) = uk(τ)− bk∇J(uk; τ), k = 0, 1, ..., (2)

Ñõîäèìîñòü ∥uk − uk−1∥L2(S) âûïîëíÿåòñÿ, íî:::::::::::::
ðàâíîìåðíàÿ

:::::::::::
ñõîäèìîñòü ôóíêöèé |uk(τ)− uk−1(τ)| íà S îòñóòñòâóåò.



4. Ðåçóëüòàòû ìèíèìèçàöèè (ÌÐÍÑ)
Ìåòîä ñ ðåãóëèðóåìûì íàïðàâëåíèåì ñïóñêà îòíîñèòåëüíî

ãðàäèåíòà (ÌÐÍÑã) (Òîëñòûõ Â.Ê. Ïðàêòè÷åñêàÿ îïòèìèçàöèÿ,

èäåíòèôèêàöèÿ ðàñïðåäåë¼ííûõ ñèñòåì. Ì.: Íàóêà. 2025. (ðóêîïèñü íà

ñàéòå)):

uk+1(τ) = uk(τ)− bkα(τ)∇J(uk; τ), ðàâíîìåðíî íà S, k = 0, 1, ...,
(3)

ãäå αk(τ) ∈ C1
+(S) � ïàðàìåòð ðåãóëèðîâàíèÿ íàïðàâëåíèÿ ñïóñêà.

Êîãäà, íà îñíîâàíèè êàêèõ êðèòåðèåâ ìîæíî óòâåðæäàòü î

áëèçîñòè ðåøåíèé uk(τ) ê u∗(τ)?



5. Îñíîâíûå êðèòåðèè çàâåðøåíèÿ
áåñêîíå÷íîìåðíîé îïòèìèçàöèè

1. J(uk) ≤ ε1
2. ∥uk − uk−1∥L2(S) ≤ ε2
3. ∥∇J(uk)∥L2(S) ≤ ε3

Âñå óêàçàííûå êðèòåðèè �
::::::::::
êîñâåííûå è íå îòðàæàþò

áëèçîñòü ïàðàìåòðîâ uk(τ) ê u∗(τ). Íà îñíîâàíèè ÷åãî
ìîæíî óòâåðæäàòü ÷òî çàäà÷à èäåíòèôèêàöèè ðåøåíà?



6. Óòâåðæäåíèÿ î ðåøåíèè áåñêîíå÷íîìåðíîé çàäà÷è

Äëÿ óòâåðæäåíèÿ, ÷òî ¾çàäà÷à èäåíòèôèêàöèè

ïàðàìåòðîâ-ôóíêöèé ðåøåíà¿, íåîáõîäèìî îäíî èç äâóõ:

1. Îáîñíîâàòü ñóùåñòâîâàíèå ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè â

ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å îïòèìèçàöèè (ïîâåçëî ñ

çàäà÷åé! ). Îáîñíîâàíèå ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî èç àíàëèçà

èäåíòèôèöèðóåìîñòè (êîððåêòíîñòè), ëèáî èç ñîîòâåòñòâóþùåãî

âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà;

2. Èñïîëüçîâàòü ìåòîäû îïòèìèçàöèè ñ ðàâíîìåðíîé

ñõîäèìîñòüþ. (Ïðèìåíåíèå ÌÐÍÑ).

×òî íåîáõîäèìî äëÿ êîððåêòíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è

èäåíòèôèêàöèè?



7. ×òî íåîáõîäèìî äëÿ êîððåêòíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è
èäåíòèôèêàöèè êàê ýêñòðåìàëüíîé?

1. Âûÿâèòü óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ãðàäèåíòà ∇J , ò.å.
óñëîâèÿ èäåíòèôèöèðóåìîñòè (Òîëñòûõ Â.Ê.

ÆÂÌèÌÔ, 2024, � 6). Íå ëþáàÿ ïðîèçâîäíàÿ Ôðåøå J
′
u

ÿâëÿåòñÿ ãðàäèåíòîì ∇J ;

2. Îáåñïå÷èòü ðåãóëÿðèçàöèþ â ýêñòðåìàëüíûõ

àëãîðèòìàõ ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è èäåíòèôèêàöèè.

3. + Ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü.

Îáñóäèì ðåãóëÿðèçàöèþ.



8. Êîððåêòíîñòü îáðàòíîé çàäà÷è îïòèìèçàöèè

Âñå çàäà÷ îïòèìèçàöèè � îáðàòíûå!

Ïðÿìàÿ çàäà÷à (êîððåêòíà ïî Àäàìàðó):

U → V.

Îáðàòíàÿ çàäà÷à èäåíòèôèêàöèè:

V
min J−→ u∗ ∈ U.

Èç ïðîñòðàíñòâà ñîñòîÿíèé V íåîáõîäèìî âåðíóòüñÿ â òî÷êó

u∗ ∈ U ïðè óñëîâèè min J .

Ñîãëàñíî òåîðèè À.Í. Òèõîíîâà, äëÿ ðåøåíèÿ íåêîððåêòíûõ

îáðàòðíûõ çàäà÷ íåîáõîäèìî îãðàíè÷èòü ïðîñòðàíñòâî

U = L2 äî êîìïàêòíîãî ìíîæåñòâà U ⊂ U ñóùåñòâîâàíèÿ,

åäèíñòâåííîñòè è óñòîé÷èâîñòè. Íåîáõîäèìà ðåãóëÿðèçàöèÿ

ðåøåíèÿ, îáåñïå÷èâàþùàÿ uk ∈ U , ∀k.



9. Ðåãóëÿðèçàöèÿ ðåøåíèÿ (Òîëñòûõ Â.Ê. ÆÂÌèÌÔ, 1986)

Ïóñòü uk ∈ U . Íåîáõîäèìî ñäåëàòü "àêêóðàòíûé"øàã, ÷òîáû
uk+1 ∈ U . Áåð¼ì ñãëàæèâàþùèé ôóíêöèîíàë ïî Òèõîíîâó

T = J +
1

2

∫
S
W kδu2dS → min, ãäå δu = uk+1 − uk,

ãäå W k � ïàðàìåòð ðåãóëÿðèçàöèè.

Ýêñòðåìóì îò T ïî δu (îïòèìàëüíûé øàã δu):

∇Jk +W kδu = 0 íà S.

Ïîëó÷àåì ãðàäèåíòíûé ìåòîä èëè ÌÐÍÑã:

uk+1 = uk − bkα∇Jk,

çäåñü W k = 1
bkα

. Ïàðàìåòðû α è bk ÿâëÿþòñÿ ïàðàìåòðàìè
ðåãóëÿðèçàöèè ðåøåíèÿ.



10. Èäåíòèôèêàöèÿ øåðîõîâàòîñòè ðå÷íîãî ðóñëà

Äëèíà ðóñëà 20 êì, ãëóáèíà îêîëî 4ì, âîëíà ïðîõîäèò ðóñëî

çà 1.2 ÷àñà. Òå÷åíèå âîäû îïèñûâàþòñÿ êâàçèîäíîìåðíîé

êâàçèëèíåéíîé ãèïåðáîëè÷åñêîé ñèñòåìîé.



11.

J(u) =

∫ t1

t0

(
Z(xb, t)− Ze(t)

)2|ω=xb×(t0,t1) dt.

∂v

∂t
+A

∂v

∂x
+ F = 0, íà Ω + ÃðÍÓ,

ãäå v = (Q,Z) � ðàñõîä è óðîâåíü âîäû,

ìàòðèöà A(v) =

(
2w B(c2 − w2)
1/B 0

)
, w = Q/σ � ñêîðîñòü,

ñâîáîäíûé ÷ëåí F (v, u) = (Ffr − w2 ∂σ
∂x

∣∣
Z
, 0),

Ffr =
gQ|Q|
σRC2

, C =
1

u(x)
R

1
6 ,

õàðàêòåðèñòèêè îïèñûâàþò ñêîðîñòü âîëí
dξ1,2
dt = w ± c.



12. Ñîïðÿæ¼ííàÿ çàäà÷à. Ãðàäèåíò

∂f

∂t
+AT ∂f

∂x
+ F∗f = 0, íà Ω,

2wf1 +
1

B
f2 = 0, íà xa,

B(c2 − w2)f1 + 2(Z − Ze), íà xb,

f = 0, íà÷àëüíîå óñëîâèå íà t1.

Çäåñü F∗ =

( 2Ffr

Q
1

B2
∂B
∂x

−Ffr

(
B
σ

+ 4
3R

∂R
∂Z

)
+ w2 ∂B

∂x

∣∣∣
Z
− g ∂σ

∂x

∣∣∣
Z

1
B2

(
q − ∂Q

∂x

)
∂B
∂Z

)
Ãðàäèåíò:

∇J =

∫ t1

t0

2Ffr

u
f1 dt.

Óñëîâèå èäåíòèôèöèðóåìîñòè (óïðàâëÿåìîñòè):

t1 = t0 +

∫ xb

xa

dx

w + c
.



13. Ðåçóëüòàòû èäåíòèôèêàöèè

ÌÍÑ k = 152(449). ÌÐÍÑã k = 60(207), α(x) = 0.2u0

|∇J(u0;x)| .

Â àíàëèçå èäåíòèôèöèðóåìîñòè áûëî ïîëó÷åíî, ÷òî

ñõîäèìîñòü ì.á. ðàâíîìåðíîé, åñëè äèññèïàöèÿ è

íåîäíîìåíðíîñòü íå ñóùåñòâåííî âûñîêèå.



14. Èäåíòèôèêàöèÿ ñ ïîìåõàìè

ÌÍÑ ÌÐÍÑã

Øóìû: 1 � ∆Z = 2 ñì; 2 � ∆Z = 5 ñì; 3 � ∆Z = 10 ñì.



15. Èäåíòèôèêàöèÿ êîýôôèöèåíòà òåïëîïðîâîäíîñòè
îòëèâêè

Â öèëèíäðè÷åñêóþ èçëîæíèöó çàëèâàåòñÿ ìåòàëë.

xe � ìåñòî ðàçìåùåíèÿ òåðìîïàðû äëÿ èäåíòèôèêàöèè

ýôôåêòèâíîé òåïëîïðîâîäíîñòè îòëèâêè ïî èçìåðåíèÿì

òåìïåðàòóðû Te(t).



16.

J(u) =

∫ t1

t0

(
T (xe, t)− Te(t)

)2
dt.

Ïàðàáîëè÷åñêîå óðàâíåíèå òåïëîïåðåíîñà:

Cρ
∂T

∂t
+

∂

∂x

(
λ
∂T

∂x

)
= 0, íà Ω + ÃðÍÓ,

Ω = (xa, xc)× (t0, t1),
êîýôôèöèåíò òåïëîïðîâîäíîñòè âñåé ñèñòåìû

λ(x, t) = u(t)(1−Θ(x− xb)) + λñòΘ(x− xb),



17. Ñîïðÿæ¼ííàÿ çàäà÷à. Ãðàäèåíò

− Cρ
∂f

∂t
+

∂

∂x

(
λ
∂f

∂x

)
+ 2(T |xe − Te) = 0, íà Ω, +ÃðÍÓ.

Ãðàäèåíò:

∇J =

∫ xc

xa

∂T

∂x

∂f

∂x
dx = U∗f,

îïåðàòîð U∗ � âûðîæäåííûé: ∃{f}Ker = 0 ïðè u ̸= u∗.



17. Óñëîâèå èäåíòèôèöèðóåìîñòè

Ãðàäèåíò, åãî íîðìà â çàâèñèìîñòè îò ïîëîæåíèÿ xe
òåðìîïàðû

Óñëîâèÿ èäåíòèôèöèðóåìîñòè (óïðàâëÿåìîñòè):

t ∈ (t0, t1 −∆t),

xe ∈ Xe.



19. Ðåçóëüòàòû èäåíòèôèêàöèè

ÌÍÑ. ÌÐÍÑã, α(t) = 0.2u0

|∇J(u0;t)| .

Îòíîñèòåëüíûå äåòåðìèíèðîâàííûå ïîìåõè ëåãêî

óñòðàíÿþòñÿ ïàðàìåòðîì α.



19. Èäåíòèôèêàöèÿ ïî ýêñïåðèìåíòàëüíûì äàííûì
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